Spektralni analyza signalu I.

Ing. Vaclav Gerla, PhD.
7. listopad 2023

Podé&kovani:

Prof. Ing. Vaclav Hlavag, CSc.
Prof. Ing. Pavel Sovka, CSc.
Prof. Ing. Roman Cmejla, CSc.
Ing. Radek Janc¢a, Ph.D.



Fourierova transformace (FT)

Jean-Baptiste Fourier (1768 - 1830)
(francouzsky matematik)



Fourierova transformace (FT)

e Fourierova transformace je zdkladnim nastrojem pro (linedrnf)
zpracovani signali.

e Dovoluje vzdjemné& jednozna&ny prevod signall z/do Casové
reprezentace f(t) do/z frekven&ni reprezentace F(¢).

e UmoZziuje analyzovat frekven&ni obsah (spektrum) signalu.



Fourierova transformace (FT)

Time Domain FT Frequency Domain
s(t) S(w)

zdroj: Aavos International



Fourierova transformace - Mechanika

E
ch

) frekvence
vibrace

o Jednotlivé jevy jsou v o Jednotlivé jevy jsou ve

Casové oblasti frekvencni oblasti od sebe
promichany oddéleny
zdroj:

http://physics.ujep.cz/~mmaly/vyuka/poc_fyz_2/FT/EXPME_3.pdf


http://physics.ujep.cz/~mmaly/vyuka/poc_fyz_2/FT/EXPME_3.pdf

Integralni transformace
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Zakladni idea transformace

UvaZujeme dva p¥ipady: transformace v ¢asové, nebo v transformované

oblasti:
x(n) ——| Transformace —— X(n)
Zpracovani Zpracovani
v v
Gasoveé oblasti transform. oblasti
l Inverzni ‘
X(n)* Transformace X(n)
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Komplexni ¢isla

Komplexni &islo rozsifuje realné &islo o imaginarni slozku

a= Re{x};b=Im{x}

Exponencialni tvar

|x| = v/ a% + b?; ¢ = atan(b/a)

Re



Fourierovy fady

Libovolnou periodickou funkci lze rozloZit na elementarni harmonické

slozky (sinusové a kosinusové).

Kombinaci harmonickych sloZek |ze vytvofit libovolnou periodickou

funkci.

s SV ‘%Q

Frekvence: f + 3f + 5f + ... + 15f Frekvence: f+ 2f + 3f +.




Sudé a liché funkce (p¥iklad)
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suda: y(x) = y(-x) o Iiché: y(x) = -y(-x)



Sudé a liché funkce

KaZdou funkci lze rozloZit na sudou a lichou &ast. Sudou &ast Ize poté
vyjad¥it pomoci kombinace kosind, lichou &ast pomoci kombinace sind.

P¥iklad rozloZeni funkce na sudou a lichou &ast:

1 10 1)
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Fourierovy fady

x(t) = a0 + > ey [ak cos(kwot) + by sin(kwot)]

ap ... stejnosmérna slozka
ak, bx ... koeficienty Fourierovy ¥ady

k ... poradi harmonické slozky
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Fourierovy fady

x(t) = D pe g ¢k cos (kwot + ¢i)

Ck ... amplituda k-té spektralni slozky

Ok ... faze k-té spektralni slozky
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Fourierovy fady

x(t) = TR oo Xt

Xk ... komplexni koeficient
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Fourierova transformace (FT)

Fourierova transformace
F() = [, f(t)e it

Inverzni Fourierova transformace

f(t) = [ F(§)e*™etde
Vyznam: Kazd3 funkce se da vyjad¥it jako vazeny souéet mnoha
komplexnich exponencidl.

Euleriiv vztah: e = cos& + isin ¢
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Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace

Vlastnosti ft) F(¢)
Linearita afi(t) +bfa(t) | a Fi(€) + b Fy(€)
Dualita F(t) (=8

Konvoluce (f = 9)(t) F(§) G(E)
Soucin f(t)g(t) (F = G)(E)
Casovy posun f(t —to) e P ()
Frekven¢ni posun >0t f(t) F(§— &)
Derivace d{j(tt) 2miEF ()
Nasobent t tf(t) e
Zména méFitka Casu flat) rF (€/a)
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Pt¥iklad Fourierovy transformace
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Pt¥iklad Fourierovy transformace

fl)=cos(2n&, 1) S)=sin2n&,1)  fit)=cos(2n&,t) + cos(4n&,1)

= AV AR W
Re F(E) ImF(g) Re F(E)
R N I S [RERN

£, 0 & & l 0 £ & 28, €, 0 & 28 €

kosinus sinus smés dvou kosinl
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Pt¥iklad Fourierovy transformace

V(Z St)=(sin 2m&, 1)/t Jt)=exp(-r)
1
S |__| N A A
T 0 T t ViV t 0 t
Re F(€)=(sin 2rET)/nE Re F(E) Re F&)=Texp(-’E’)
1
o o\ R
0 3 08 § 0 g
obdélnik v ¢ obdélnik v £ Gaussian
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Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace

Fk) = Y f(n)e=7"

Inverzni diskrétni Fourierova transformace
f(n) = Lnsg F(k)e ™

e f(n) ... vstupni posloupnost

e F(k) ... Fourierovo spektrum
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Amplitudové, fazové a vykonové spektrum

Spektrum redlného signalu S(w) je komplexni veli¢ina, kterou mazeme
rozloZit na amplitudovou a fazovou slozku spektra. Déle je moZno odvodit
tzv. vykonové spektrum.

e Amplitudové spektrum vypocteme jako |S(w)|.
e Fizové spektrum vypotteme jako thel arg S(w)

e Vykonové spektrum vypotteme jako |S(w)|?
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Spektrum realného signalu

Je-li signdl redlny, pak pro jeho spektrum plati:

e Amplitudové spektrum je sudou funkci.
e Fazové spektrum je lichou funkci.
e Spektrum sudého signdlu je sudou redlnou funkci.

e Spektrum lichého signdlu je lichou ryze imaginarni funkci.
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Jednostranné a dvoustranné spektrum

Dwustranne spektrum obdelnika
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Rychla Fourierova transformace

e Rychla Fourierova transformace (FFT - Fast Fourier Transform) je
efektivni algoritmus pro vypolet Diskrétni Fourierovy tranformace
(DFT) a jeji inverze (iDFT).

e DFT ma3 sloZitost O(N?), co? ¥ika, Ze potet krokil algoritmu bude v
nejhor$im pr¥ipadé imérna kvadratu poctu vzorki. Naproti tomu
algoritmus FFT m3 slozitost O(N log, N).

e Existuje mnoho rlznych typl FFT algoritm(.
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Prosakovani ve spektru (Spectrum leakage)

e Prosakovani zplisobuje Ze spektrum ziskané pomoci DFT je pouze
aproximaci spektra a ne jeho pfesnym obrazem.

e NiZe je ukadzka prosakovani s naslednym vzorkovanim spektra
(ilustrace chovani DFT).
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llustrace prosakovani zptisobené zménou frekvence sinusovky
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% nizkofrekvenc¢ni signal

S vysokofrekvenéni signal

Tento jev plyne z diskretizace pilvodné spojitého ¢asového signdlu. P¥i
malé vzorkovaci frekvenci je pfitomnost vysokych frekvenci v plvodnim
signalu $patné interpretovana. Tyto vysoké frekvence se ve spektru objevi
jako nizké frekvence (budou od skuteZnych nizkofrekven&nich slozek
nerozpoznatelné).

27



Aliasing v praxi

Kamerovy zaznam m3a omezenou snimkovou frekvenci = moZnost

uplatnéni aliasingu p¥i frekvencich > polovina snimkové frekvence.




Aliasing v praxi

K aliasingu m(Z dochazet pfizmensovani obrazu. Ukdzka p¥i zmenseni
pomoci funkce Z4 = Z(1:4:end,1: 4 : end);
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Pouziti anti-aliasingového filtru na signal

skute¢né spektrum signalu
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spektrum ziskané z DFT

T

Nejvyssi frekvence, kterd miZe byt ve spektru obsaZena, je s/2. Vyss{

Ny

frekvence jsou “zrcadleny” do niz8ich frekvenci.
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Pouziti anti-aliasingového filtru na signal

nefiltrovany signal

I
-K anti-aliasingovy filtr
1 - |
XL

filtrovany signal

ws /) wg

Anti-aliasingovy filtr aplikuje na plivodni €asovy signal filtr typu dolnf
propust s ostrou sestupnou hranou.
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